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Анотація. Побудовано приклади мінімальних (щодо кількості елементів) 

систем твiрних для нормальних дільників гіпероктаедральної  групи. 
Ключовi слова: гіпероктаедральна група, вiнцевий добуток, система 

твiрних. 
Abstract. The minimal (on quantity of elements) systems of generators are 

constructed for the normal subgroups of hyperoctahedral  group. 
Key Words: hyperoctahedral  group, wreath product, system of generators. 
Вступ та огляд літератури. Гіпероктаедральна група (група симетрій n -

вимірного  куба) –– це група тих лінійних перетворень евклідового простору 
nE , які діють на векторах ортонормованого базису neee ,,, 21   цього простору 

перестановками або замінами напрямків (тобто заміною ie  на ie− ). Іншими 
словами, гіпероктаедральну групу можна розглядати як "найбільшу" криста-
лографічну групу гіперкубічної гратки, яку визначають як групу, породжену 

всіма лінійними комбінаціями вигляду 1

n k
k

k
x x e

=
= ∑

, де kx  –– інтегральні 
коефіцієнти та 1 2, ,..., ne e e  –– стандартний ортонормований базис n -вимірного 
евклідового простору nE . Ця група має порядок  nn 2!⋅  і, як абстрактна група, 
ізоморфна вінцевому добутку nS ʅ 2Z  симетричної групи nS  степеня n  на 
циклічну групу 2Z . Гіпероктаедральні групи є одним з прикладів груп Вейля 
(типу nB ) [1]. Основні відомості про будову гіпероктаедральних груп зібрано в 
оглядовій статті [2]. У роботі [3] побудовано мінімальні (щодо кількості 
елементів) системи твірних групи n nH S= ʅ 2Z  (яку також називатимемо гіперо-
ктаедральною). Дану роботу присвячено побудові аналогічних систем твірних 
для нормальних дільників групи nH . 

Постановка задачі та методи. Елементами групи nH  є підстановки, які 
можна зображати у вигляді таблиць ,],,,;[ 21 nu ααασ =  де nS∈σ  –– деяка під-
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становка множини { } { }1,0;,...,2,1 2 =∈Zn iα  (див. [3]). Добуток двох таблиць 
u  та ],,,;[ 21 nv βββτ =  визначається рівністю   

( ) ( ) ( )],,,;[ 2211 nnvu σσσ βαβαβατσ +++⋅=⋅  , 
де “ + ” означає додавання в 2Z , а оберненою до u  буде таблиця 

( ) ( ) ( )],,,;[ 111 21
11

nu −−−
−− = σσσ ααασ  . 

Опишемо нормальні дільники групи n nH S= ʅ 2Z . 
1) Тривіальними нормальними дільниками в гіпероктаедральній групі nH  

будуть вона сама і підгрупа  
{ }[ ; , ,..., ] | 1 або 0 [ ;1,1,..., 1]L ε α α α α α ε= = = =< > , 

тобто nH ⊴ nH  та L⊴ nH . 

2) n nG A= ʅ 2Z { }1 2 2[ ; , ,..., ] | , , 1,n n iA Z i nλ α α α λ α= ∈ ∈ = ⊴ nS ʅ 2Z . 

3) 
1 2 2

1
[ ; , ,..., ] | , , 1, , 0

n
n n i i

i
W S Z i nπ α α α π α α

=

 = ∈ ∈ = = 
 

∑
⊴ nS ʅ 2Z .  

Неважко переконатися, що група W  ізоморфна групі Вейля типу nD . 

4) 
1 2 2

1
[ ; , ,..., ] | , , 1, , 0

n
n n i i

i
M A Z i nλ α α α λ α α

=

 = ∈ ∈ = = 
 

∑
⊴ nA ʅ 2Z ,  

причому M ⊴ W . 

5) { }1 2 2[ ; , ,..., ] | , , 1,n n iK A Z i nε α α α ε α= ∈ ∈ = ⊴ nA ʅ 2Z . 

6) 
1 2 2

1
[ ; , ,..., ] | , , 1, , 0

n
n n i i

i
T A Z i nε α α α ε α α

=

 = ∈ ∈ = = 
 

∑
⊴ K  та T⊴M . 

Зауважимо, що описана вище підгрупа L  є нормальним дільником в T .  
Наведемо деякі допоміжні твердження. 
Лема 1 [4]. Підстановки ( )ka ,...,2,1=  та ( )2,1=b  утворюють базу симет-

ричної групи  kS  ( 3k ≥ ). 
Лема 2 [5]. Пара підстановок ( )ka ,...,2,1=  та ( )mc ,...,2,1= , де km <≤2 , 

буде  базою симетричної групи  kS  (якщо хоча б одна з підстановок a  чи c  є 
непарною), або знакозмінної групи kA  (якщо обидві підстановки a , c  є 
парними). 

Лема 3 [6]. Для довільного непарного 3k ≥  знакозмінна група kA  породжу-
ється підстановками (1,2,..., )k , (1,2,3)  або (1,2,..., )k , (3,4,..., )k  (остання пара 
при 5k ≥ ), а при довільному парному 4k ≥  –– підстановками (1,2,..., 1)k − , 
(2,3,..., )k . 
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Мінімальні системи твірних групи n nH S= ʅ 2Z  побудовано в [3]. Метою 
статті є побудова мінімальних систем твірних для нормальних дільників 
гіпероктаедральної групи nH . Група L  містить лише дві підстановки  ––  
[ ;1,1,..., 1]ε  та [ ;0,0,..., 0]ε  –– і є циклічною, породженою елементом 
[ ;1,1,..., 1]ε . Тобто мінімальна система твірних групи L  складається з однієї 

підстановки [ ;1,1,..., 1]h ε= .  
Доведено наступні 5 тверджень. 
Теорема 1. Для довільного натурального 4n ≥  мінімальними (щодо кіль-

кості елементів) системами твірних групи nA ʅ 2Z  є наступні: 
а) 1 2{ , }u u , якщо 5n ≥  –– непарне, де  

1 [(1,2,..., );1,1,..., 1]u n= ,    2 [(3,4,..., );0,0,1,0,..., 0]u n= ; 
б) 2 2{ , }v v , якщо 4n ≥  ––  парне, де  

1 [(1,2,..., 1);1,0,..., 0]v n= − ,     2 [(2,3,..., );0,0,..., 0]v n= . 
Зауваження. При побудові мінімальних систем твірних групи n nG A= ʅ 2Z  

випадки 2n =  і 3n =  нами не розглядаються, як тривіальні, оскільки 
знакозмінні групи 2A  та 3A –– циклічні. 

Розглянемо тепер групу W ⊴ nS ʅ 2Z . Має місце твердження. 
Теорема 2. Для довільного 4n ≥  група W  є 2–породженою. 
Розглянемо групу  M , визначену вище, яка є нормальним дільником в 

групах nA ʅ 2Z  та W . 
Теорема 3. Для довільного 5n ≥  група M  є 2–породженою. 

Теорема 4. Група { }1 2 2[ ; , ,..., ] | , , 1,n n iK A Z i nε α α α ε α= ∈ ∈ =
 для довіль-

ного натурального  3n ≥  є n –породженою. 
Теорема 5. Група T  для довільного натурального  3n ≥  є ( 1)n − –

породженою. 
Висновки. Побудовано приклади мінімальних (щодо кількості елементів) 

систем твiрних для нормальних дільників гіпероктаедральної  групи. Отримані 
результати можна використовувати при побудові незвідних систем твірних 
вінцевих добутків скінченної (чи нескінченної) кількості симетричних, знако-
змінних і циклічних груп та у нормальних підгрупах таких груп. 
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